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RESUMEN

Enelpresente articulo se analiza el comportamiento asintdtico de sistemas disipativos
con aplicaciones a modelados de vigas, lo cual estudia, especificamente, la existencia,
unicidad y el comportamiento asintotico de un sistema de Timoshenko con memoria
y con condicidn frontera de tipo Dirichlet. Asimismo, para demostrar la existencia,
unicidad de solucion y la estabilidad exponencial se emplea la teoria de semigrupos
de operadores lineales. De la misma manera, en el presente trabajo, se demuestra la
existencia y unicidad de solucién usando el Corolario Liu y la estabilidad exponencial
del semigrupos asociado al sistema disipativos, usando el Teorema de Gearhart.
Palabras clave: semigrupo, estabilidad exponencial, memoria, sistema de
Timoshenko, ecuaciones en derivadas parciales.

ABSTRACT

This article studies the asymptotic behavior of dissipative systems with applications
to beam modeling. Specifically, the existence, uniqueness and asymptotic behavior
of a Timoshenko system with memory and with a Dirichlet type boundary condition
are studied. The theory of semigroups is used to demonstrate the result of existence
and unigueness of solution and Gearhart theorem for the exponential stability of a
Timoshenko system with total memory.

Key words: semigroups, exponential stability, memory, Timoshenko system, partial
derivative equations.
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INTRODUCCION

En las Ultimas décadas, importantes
mecanismos disipativos fueron utilizados para
estabilizar estructuras modernas en ingenieria
cuando son sometidas a oscilaciones no
deseables, estas oscilaciones son modeladas
por ecuaciones diferenciales parciales que
evoluciona con el tiempo.

Se han realizado estudios con la presencia
de términos disipativos tanto en el angulo de
rotacidn como en el desplazamiento transversal,
los estudios muestran que el sistema de
Timoshenko se estabiliza para cualquier solucion
débil y sin ninguna restriccién en las constantes
del sistema dado.

El estudio realizado por Greatti (2018), para
el sistema de Timoshenko termoelastico y
viscoelastico demuestra la existencia y unicidad
usando la teoria de semigrupos, dandole
condiciones al nucleo y para demostrar la
estabilidad exponencial usa el teorema de
Pruss para el caso termoelastico y para el caso
viscoelastico emplea el método de la energia.
Zhiyong Ma et al. (2011), en el estudio de un
sistema de Timoshenko con historia, demuestran
el resultado de estabilidad exponencial con

suposiciones sobre la funcion de relajacion del
historial pasado g decayendo exponencialmente
para el caso de velocidad de ondas iguales.
Raposo et al. (2005), en el estudio del sistema de
Timoshenko con dos amortiguaciones débiles,
la existencia y unicidad de soluciones fuertes
lo demuestran por la teoria de semigrupos y
para probar el decaimiento exponencial utilizan
un argumento de contradiccion al combinar el
teorema de Gearhart con una técnica de EDP.
Tarazona (2018), estudia la estabilidad de un
sistema de Timoshenko con historia pasada,
usando el teorema de Pruss obtiene la existencia
y unicidad de soluciones del sistema; asimismo,
analiza que la disipacion dada por el término
historia es lo suficientemente fuerte para
producir estabilidad exponencial, para el caso de
la velocidad de las ondas iguales y en el caso,
de la velocidad de las ondas no sean iguales, se
evidencia que la energia de primer orden decae
polinomialmente.

En la presente investigacion, se realiza el estudio
del sistema lineal de Timoshenko con memoria
total, cuyo modelo es dado por:

P, — k(o +v) —bo, + I g, ()., (x,t —s)ds = 0,en(0,L)x(0,+o) (1)
0
Pt =bw o+ [ & (s)w, (2.0 =5)ds+ k(g +y)=0,en(0,L)x(0,+0) 2
0

con condiciones iniciales,

0(.0) =, (x).,(x:0) = (x).1(.0) =y, (x).7, (x:0) =y (x).x=(0.L) (3

y con condiciones frontera,

0(0,t)=@(L,t) =y (0,t) =y (L,t)=0;t >0 (4)

donde p, p,bk son constantes positivas,
las funciones @y ¥ son respectivamente el
desplazamiento transversal de una viga y el

angulo de rotacion y la funcion g, :[0,0] -, i=1,2,
es el nucleo de difraccidn, la cual tiene las
siguientes hipotesis:

g.(t)>0, t20; b =(b —jgl_ (s)ds)>0 y existen constantes positivas &, &, k,
0

tal que: —k,g,(t)< g/(t) < —k,g,(t);

gl(0)| <kyg (1), 120
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MATERIALES Y METODOS

Se utilizd el método cientifico (cuantitativo), el
alcance de la investigacién es para el desarrollo
de laaltaingenieria, pues se utilizan mecanismos
disipativos  para  estabilizar  estructuras
modernas cuando son sometidas a oscilaciones
no deseables.

La investigacidn es de nivel analitico, pues se
demostrara los resultados usando la teoria
de semigrupos. Ademas, se empled el disefio
no experimental debido a la naturaleza de la
investigacion.

La poblacién es el sistema de Timoshenko
y la muestra considerandose una parte
representativa de la poblacidn en la presente
investigacidn es el sistema de Timoshenko con
memoria (1) - (4). Latécnica usada es el analisis
documental, es decir se recolecta informacidn
de revistas, articulos, libros sobre el sistema de
Timoshenko dado por las ecuaciones (1) — (4).

P9, —k (o, -H//)x —-bp_ + I g,(s)p..(x,t—s)ds =0,en (O,L)x(O, +oo)
0

oW, —by_ + J. g (). (x,t—s)ds+k(p, +y)=0,en(0,L)x(0,+x)

con condiciones iniciales,

(D(Xao) = % (x)aqoz ()C,O) = (01 (X),(//(X,O) = l/lo (x)al//z ()C,O) = '//1 (.X),x € (OaL)
y condiciones de frontera tipo Dirichlet
?(0,t)=p(L,t)=w(0,)=y(L,t)=0;¢>0

donde p, p, k y b son constantes positivas.

Nuestro interés principal es analizar el
comportamiento asintético de las soluciones
de dicho sistema, usaremos para tal efecto

1 (x,8) = @(x,1) = p(x,t =)

1 (5.5) =y (5.) (. -s)

Los instrumentos son las fichas de contenido
y fichas bibliograficas. Empleando resultados
del andlisis funcional, de los espacios L, de los
espacios de Sobolev y de la teoria de semigrupos,
encontramos la existencia y unicidad de solucidn
por medio del corolario de Liu y la estabilidad
exponencial mediante el teorema de Gearhart.

Se estableceran resultados de la buena
colocacion y estabilidad asintdtica para el
sistema bajo ciertas condiciones impuestas en
la funcion relajacion, independientemente de las
velocidades de propagacidn de las ondas.

RESULTADOS

En este trabajo se considera el problema para el
siguiente sistema de Timoshenko con memoria
total:

(1.1)

(1.3)

(1.4)

los resultados de Gearhart. Para resolver
este problema, hacemos modificaciones en el
sistema (1.1) — (1.4), introducimos el siguiente
cambio segun la idea de Dafermos:

(1.5)

(1.6)
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Luego, el sistema inicial (1.1) - (1.4) es reescrito

comao:.
PP, —bo, ~ Iogl (8) e (. 8)ds — k(g +y), =0 L.7)
= E = | (5 (5K kg, ) =0 ng)
e + 1, =@, =0 (1.9)
M+, =¥, =0 (1.10)

las condiciones iniciales son dadas por

0(x.0) =, (x),0,(x.0) = (x).¥ (%,0) =y (x).¥, (x.0) =y (x), x € (0, L)
Tho (x’s) =0, (x,O) —® (xa _S)a Mo =¥o(x,0) =y, (x,—s) en (0,L)x(0,o)
y con condiciones de frontera

0(0.0)=(L,t)=y (0,1) =y (L,t) =7 (05) =17 (L,5) = 035,120, i =1,2

La funcion g:0+%)>R, i=1,2, es conocida
como nucleo de difraccion y tiene las siguientes
hipotesis:

g (t)> 0.3k, ky, k> 0: —kg, (1)< g,'(t) < kg, (1),

b = [b— J. gl.(s)dsj>0, i=12
0

&' (1) <kg, (1), V120

Se define Lg2 (R*H,' (O.L))como el espacio de
Hilbert de las funciones cuadrado integrable con
valores en H' (O,L) provisto del producto interno

<41;§2>L§ :JL- Z :(.L[Tg(s)

Existencia y Unicidad asociado al sistema dado vy, finalmente, que el
En esta parte se expresa el sistema (1.7) — (1.10)  operador definido es un generador infinitesimal
con condiciones iniciales y de frontera dados, de un semigrupo de contracciones de clase C, .
como un problema abstracto de Cauchy con el En primer lugar, hallamos la energia relacionada
fin de demostrar que existe una Unica solucidn, al sistema (1.7) - (1.10) con condiciones iniciales
empleando la teoria de semigrupos. Para ello, y de frontera dados, expresado por:

primero se determinala existencia del semigrupo

g(s)cfi (s)g”_f(s)dsdx y la norma ||4’

1/2
&) dsdxj

S =8
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1 L L 5 L 5 L L
E(1) :=5{plj'|¢t|2 de+p, [l de+b [lo.[ de+b,flw.[ de+k|[|p, +y[ dx
0 0 0 0 0
L +oo ) L +oo 5
+ [ [ e Cos)| dsdx+ [ [ g, ()|nh0x9) dsdx} (114)
00 00
y
L +o L +oo
d t t t t
—EO==[ [ 25,571, (e, 9)dsce [ [ (513, (6,3 (5, 8)dsl 115)
00 00
Aside (1.14) y (1.15) se obtiene, %E(Z) <0, paratodo >0 (1.16)

Reescribimos el sistema (1.7) - (1.10) como una
ecuacion de evolucion, tomando

U = (¢5¢tal/lal//t7771t777£)T’

dU(t)
dt
U= U,

= AU(t)

donde Uo = (¢7()a O oW 5T Uz,o)’y
A:D(4)cH—>H es el operador diferencial dado

por,
0 I 0 0 0 0
LRMLEPI L2PY o L [ g(s)02ds 0
P P P 1%
0 0 0 I 0 0
A: k k 5 1 +00 (1.17>
o, 0 ——I+28° 0 0 — [ &,(s)0%ds
P P> P> > 0
0 I 0 0 -0, 0
0 0 0 I 0 =,

y de (1.14), definimos el espacio de Hilbert H,
dado por:

H = H}(0,L) x L*(0,L) x H3(0,L) x L*(0,L) x L3 (R*; H}(0,L)) X
L% (R*;Hg(0,L))
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y se define la norma en el espacio de fase H por

[Vl = Aol + o el + s,

El dominio del operador A es definido por

PRy N PR RN s A S A

D(A) = {U eH:uve Hé(O,L);(ﬁ +£)(pxx +i I g, (x,8)ds € L*(0,L)
1 0

P

2

A continuacidn, se demuestra que el operador A
es el generador infinitesimal de un semigrupo de
contracciones.

Teorema 3.1
El operador A dado en (1.17) es el generador

100
Re(AUU), = [ i),
0

L ©
S—%kigg&ﬂnﬁ

También se verifica que 0 e p (A)y D (A) es
denso en H. Por lo tanto, por el Corolario de
Liu, se sigue que el operadorA es el generador
infinitesimal de un semigrupo de contracciones
{8(2)} ., declase C,

Teorema 3.2

Sea U, =(g,. w0 w11 ) € D(A) Y A €S un generador
infinitesimal de un semigrupo de clase C,
Entonces existe una Unica solucién del problema

. d—U:AU(Z),t>0
inicial { dt

U(0)=U,

con la condicién U e C([O, +oo);H).

2 17,
st I g5(s)

L ©
’ dsdx—%klilgz(s)

1

ﬁ(//xx + € j &, ()15, (x,8)ds € (0, L), € L 517 (x,0)=0;i =1, 2}
P2 Y I

infinitesimal de un semigrupo de contracciones
{S(t)}tzode clase C,

Demostracion:
En efecto, A es disipativo, pues para

U= (¢5 oY, l//,,nlt,né )[ S D(A) tenemos,

2
A ds

7, 118)

2dsdx <0

t
772x

de Cauchy, U(t)=S,()U, , satisfaciendo U e
C(R*;D(A))NC* (R*;H).

Demostracion:

En efecto, por el teorema 3.1, A genera un
semigrupo {S ()} _ de contracciones de clase C,
sobre H . Entonces por el Teorema de existencia
y unicidad la aplicacién U:[0,400) —> H tal que
U(f)=S(t)U, €S la Unica solucion del problema
de valor

Luego como U, € D(A) se obtiene U C([O, +00);D(A))ﬂC1 ([0,+00);H)-
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Estabilidad Exponencial Demostracion:

El objetivo de esta seccion esta relacionado con  Para demostrar la estabilidad exponencial de

los resultados que establecen las condiciones {S(t)}tzose deben verificar las condiciones (i) v (ii)

necesarias y suficientes para que un semigrupo  del Teorema de Gearhart.

de clase C, sea exponencialmente estable. Para

el decaimiento exponencial se utilizo el teorema  Primero se demuestra que: iRcp(A)

de Gearhart. En efecto, supongamos que iRcp(A) no es
verdadero. Entonces existen (B, ) __,

Teorema 3.3

El semigrupo de contracciones {S(t)}po de

clase C, generado por A es exponencialmente

estable.
U)),.. Y (F)nen sucesiones de R, D(4)y H respectivamente, tal

que, B, - w E€R, con|f|< Un||H:1yan:ZOO
siendo
(iB1-A)U,=F,vn€N (119)
Tomando U, :(ui,ui,ui,uj,ui,un)eD( )YF, (fn,fn SIS )eHen

(1.19) tenemos,

ipu —u =f (1.20)
i3, Pty =k (uy, +uy) b, —Tgl (s, (x,8)ds = p, f;] (1.21)
]
iu, —u, = f, (1.22)
iB,pu’ —bu —ng ($)u ds+ k(uix + uz) =p,f (1.23)
0
i, —u, +uy = f; (1.24)
iBuy —u, +u = f (1.25)

Haciendo producto interno con U en (1.19) y
tomando la parte real tenemaos:

Vn €N

_lj‘T l(s)‘ufm‘2 dsdx+£j.Tg2(s)‘ufx‘2 dsdeKFn,Un>H ,
2 00 2 00

Como F, »>0en y (U), . esacotada, resulta
luego que (F,.U, ), —0.
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Luego, tenemos

llmjjgl ‘ dsa’x-l—hmj‘jg2 ‘ ds=0,

s 6
es decir, Hu" ul, =0
ng

2
Lg 1

Asi, obtenemos

ul =0 enl? (R*,HI(O,L))y uf —0 en L3, (R, HE(0,L)).

Asi, obtenemos
ipu +u, —u: =f e L3 (RY;H3(0,L)) < L2 (RT;L(0,L))
Luego en (1.27) derivando la expresion con
Lo
respecto a x, multiplicando por [ [ g, (s)u?,dsdx

00
y usando la desigualdad de Holder tenemos,

2 | i 5 2
bo Hu"XHLZ < |ﬂ”|.[gl (S)(Hu’”‘HLZ Hu”xHLZ )dS+
0

0 L
[ () ul e, do)ds
0 0

Jao () h1.)

Estimando cada término del lado derecho de la
expresion (1.28) tenemos:

1 5 2 2 2 b 2
|ﬂ"|.|.g1(s)(uu’”uﬁ HM’WHLZ )ds < Cl Hu’fuﬁ |ﬂ"| +€0Hu3xuﬁ
0 8l

Igl (S)(_[u2 w, dx)ds

<2l vl

K 5 2 by 212 5|12
[a (] il Jos <2 [+
0 6 81

Ran i:

;\N
¢
raa
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Ahora reemplazando (1.29), (1.30) y (1.31) en
(1.28), tenemos:

2 b 2 2 b 2 2 b 2 2
bO Huix 2 S—OHUIZDC 2 +C1 Hursz 2 +_0Huix 2 +C‘Z H“Z 2 +_0Hu5x 2 +C3 Hf;f 2
L 6 L Lgl 6 L LSI 6 L Lgl
byt 212 5|12 5|12
<l + el A
De la expresidn anterior obtenemaos,
2 2 2
[} <clf, +c|s 132
nx LZ n Li,l n Lél
5
Como F, >0y |u,|. =0 obtenemos HuijLz —0
81
Luego por la equivalencia de normas se tiene
Huj . =0, es decir, u; >0 en H,(0,L) < L*(0,L). (1.33)
HO
Procediendo de manera similar que en (1.33),
obtenemos
2 2 2
S A A
L Lé'l LSZ
6
Como F, >0y [u,|l, — 0 obtenemos Hu“ H —0
ng nx LZ
Luego por la equivalencia de normas se tiene,
Hu: . =0, es decir, u} >0 en H,(0,L)> L*(0,L). (1.34)
Hy

Haciendo n — ©, en (1.22), obtenemos ifu’ —u' = f. —0 en [’ (O,L).
Luego tenemos,
1B =i o =+ 1.

Asi por (1.34) y la expresién anterior obtenemos

3
s

4
‘unx

L2

<
? ?

? + ?

|B.x.],; = 0en L£(0,L)

Como |B,| <|e|, en la expresidn anterior se tiene,

3
Hunx P —0

2
L n—ow

1
= m Hﬂnufm
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Por lo tanto, u® _— Oen L*(0,L).

En (1.20) de (1.33), como
<|w| y F, —> 0 en Hse tiene u, —0en Hy(0,L).
Luego por eq"uivatencias de normas obtenemos,

u,, —~>0en L*(0,L)

De (1.35) y por Poincare se tiene: u’ — 0 en
L?(0,L).

Sumando (1.37) con (1.36), obtenemos

u,, +u, —>0en ’(0,L).

De (1.26), (1.33), (1.34), (1.35), (1.36) y (1.38) se
tiene que [U, |, — 0, lo cual es una contradiccion
con el hecho dé que IIU. || ,=1,¥neEN.

Por lo tanto, iRcp(A).

A continuacidn, se prueba que ‘1‘1m sup”(l/ﬂ A) H

L(H)

En efecto, supongamos que

lim sup|(iA1 - 4)|

L(H)

Luego, existe una sucesion de numeros reales
(B,),ey CON B, =y una sucesion de funciones
vectoriales (F), ., €H tal que

|@B1-4)"F,| =n|F,

, VneN
H

Como, i, Ep(A) luego existe una Unica sucesion
(U)..yED(A), con

| L =ltalque (BI-AU, =F,

De (1.37) se tiene,

1=|U,

de donde obtenemos, ||F, |, < l, vn € N.
n

< 0

=B -7 =n|F],. vnen
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Asi, cuando 1 —> %, se tiene ||Fn||H —0en H, dedonde resulta que:

F —>0en H .
Reemplazando en (1.40) se tiene,
iBI-AU, —0en H (1.41)
n—>0

T T
Tomando U, = (u,uyu5,u,u.uy ) € D(A)y F,=(F),F L F L FLFF ) e H

reemplazando en (1.41) obtenemos,

iu,—u:=F — Oen H,(0,L) (1.42)

iBu’—bu' —Igl (s’ (x,s)ds —k(u}m +u2) =pF>—0en L’(0,L) (1.43)
0 X n—»0

ipu —u'=F — Oen H,(0,L) (1.44)

iBut—bu’ — Igz ()’ (x,5)ds —k(ulx +u2) =p,F' > 0en }(0,L) (1.45)

0 n—>0
iBu +ul,—u’=F —0enl? (R",H}(0,L)) (1.46)
iBul +ul —u!=F° — 0 enL% (R*,Hj(0,L)) (1.47)

Tomando producto interno en H de (iB I -A)U,
con U_, tenemos

iUl -(4u,,U,) =(F,U,) -0 (1.48)

Tomando la parte real en (1.48) tenemos,

ul,| dsdx =Re(F,,U,), — 0

n—0

1 L w ) 1 Lo
_kljjgl(s)‘u:x‘ dex+_kleg2(s)
2 00 2 00

de la expresidn anterior resulta

6

ulj L2 _)O y un Lz _>O
Asi se obtiene
u, —0en L2 (R*HF(O,L) y ul —Oen L2 (R, H(0,L)) (1.49)
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Puesto que L?,, (R*;H,'(0,L))> L?,, (R*;L*(0,L)),
luego en (1.46) derivamos con respecto a x y
multiplicando por ﬁg (s)1edsdr

y usando la desigualdad de Holder se tiene,

2
bO Hunx

. )ds+
LZ)

Estimando cada término del lado derecho de la
expresion (1.50) tenemos,

2
2 unx

" <18 a0 e i, s
0 0 0

2
unx

+:T &1 (S)(HF;;

L2

b 2 2 2
2 0 2 5 5
ol < Sl + Gl +CED
1

2
2

De la expresion anterior obtenemaos,

H22<C 5|12 CF52
| <l +ClE];
nxL nLgl nLgl

Como F, = 0 y por (1.49) w

, — 0 obtenemos Hu2 H —0
Lg] nx LZ

Luego por la equivalencia de normas se tiene,

2
un

, =0, es decir, u; >0 en H,(0,L) < L*(0,L).
HO

En (1.47) procediendo de manera similar que, en
(1.52), obtenemos

4 2 6 2 6 2
el < el <l
L Lgl LL'Z

Como F, = 0 y por (1.49) ul

, — 0 obtenemos Hu“ H —0
ng nx LZ

Luego por la equivalencia de normas se tiene,

. =0, es decir, u} — 0 en H;(0,L)> L*(0,L).

Hy

Como H'(0,L) L?(0,L), en (1.44) obtenemos,

4
!

iBus —u, =F, —>0en [*(0,L).
Luego tenemos,

Bl =liBac]; =l + 2 <] +[2],
Asi, por (1.53) y la expresién anterior obtenemos

|8, = 0en L*(0,L)
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Luego de la expresion anterior se tiene,

nusx 2 % ()
L" n—oo
Por lo tanto, v’ < 0?en L?(0,L) (1.54)
En (1.42) derivando con respecto a x y por
inmersién tenemos,
iBu. —u’. =F —0 (1.55)
Luego se obtiene
‘ u' —Hu +F1 2 2+HF,L1,C ,
L L
De (1.55) y de (1.52) tenemos, Hﬂ u,ll, >0
n—oo
1
=—/|Bu — 0.
IB nnx || 12 N300
Por lo tanto, se obtiene, u’ < 0en L?(0,L) (1.56)
De (1.54), por la desigualdad de Poincare y de
(1.56) se tiene,
u' +u’ < 0en L*(0,L). (1.57)

De (1.49), (1.52), (1.53), (1.54), (1.56) y (1.57) se
tiene que |U, |, — 0, lo cual es una contradiccion
con el hecho de'qle JIU || ,=1,vneN.

Por lo tanto, hmsupH(l/U Ay H

DISCUSION

En la presente investigacion, se evidencia la
existencia y unicidad con condiciones Dirichlet
y la estabilidad exponencial, empleando la
teoria de semigrupos, el corolario de Liu y el
teorema de Gearhart, lo cual se corrobora con
las investigaciones de Greatti (2018), Ma et al.
(2011), Said & Rahali (2011), Raposo et al. (2005)
y Tarazona (2018). Los resultados de estos
estudios demuestran la existencia y unicidad con
condiciones de Dirichlet y Dirichlet Neumann,
empleando la teoria de semigrupos, el teorema
de Lummer Phillips, el teorema de Hille Yoshida
y corolario de Liu. Asimismo, para demostrar

L(H)

la estabilidad exponencial, dichos trabajos han
empleado el teorema de Pruss con velocidad de
ondas iguales, método de la energia o técnica de
los multiplicadores y el teorema de Gearhart.

CONCLUSIONES

Se emplea la teorfa de semigrupos para
demostrar la existencia y unicidad de soluciones
para un sistema de Timoshenko con memoaoria
presente en el desplazamiento transversal y
en el angulo de rotacién, con condiciones de
frontera Dirichlet.
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De la misma manera, se utiliza propiedades
del generador infinitesimal de un semigrupo
relacionado al sistema, se evidencia que es
exponencialmente estable siy solo si cumple las
condiciones del teorema de Gearhart.

El principal aporte de esta investigacion es
instaurar una condicidn imprescindible 'y
autosuficiente para asegurar la estabilidad
exponencial.
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